Фрагмент реферата ученика 9 «А» класса Никитина Сергея 
«О ЗАДАЧАХ НАПОЛЕОНА»
Французский император Наполеон Бонапарт был любителем математики. Он находил время заниматься ею для собственного удовольствия, чувствовал в ней красоту и объект, достойный приложения остроумия и изобретательности. Одно из свидетельств тому – несколько, составленных им геометрических задач. Некоторые задачи Наполеона отличаются простотой постановки и допускают изящные решения.
1. Задачи о четырёх равносторонних треугольниках
1.1 Задача 1.
На сторонах произвольного треугольника АВС внешним образом построены как на основаниях равносторонние треугольники (рис. 1). Доказать, что центры этих треугольников также являются вершинами равностороннего треугольника.

1.1.1 Решение задачи с использованием геометрических преобразований
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рис.1

Решение 1:

Задача имеет довольно изящное решение.
 Пусть M, N, K – центры равносторонних треугольников. Выполним дополнительное построение: соединим точки M, N, K с ближайшими (к каждой из них) двумя вершинами треугольника АВС и между собой.

Т.к. M, N, K – центры равносторонних треугольников, то АМ = МВ, BN = NC, CK = KA; < AMB = < BNC = < CKA = 120o, а их сумма равна 360о.

Выделим шестиугольник AMBNCK, а внешние к нему выпуклые четырехугольники отбросим. Получим фигуру, изображенную на рис. 2.
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рис.2

Отрезая теперь от упомянутого шестиугольника треугольники МАК и NCK, перемещая их в плоскости в положение, которое указано на рис. 3, получаем четырехугольник MDNK.
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рис.3

Отрезок MN делит его на два равных (по трем сторонам) треугольника. Углы DNK и DMK равны 120 градусам каждый. Поэтому углы NMK и MNK равны 60 градусам каждый.

Следовательно, треугольник MNK – равносторонний, что и требовалось доказать. 

Решение 2:

Пусть O1, O2 и O3 — центры указанных правильных треугольников A1BC, B1AC и C1AB, построенных на сторонах треугольника ABC. Тогда ,<BO1C = <CO2A = <AO3B = 120o. 

При композиции поворотов на 120o вокруг центров O1, O2, O3 точка B перейдёт в себя. 

Поскольку сумма углов этих поворотов равна 360o, то такая композиция есть параллельный перенос, а т.к. B — неподвижная точка параллельного переноса, то это тождественное преобразование. Следовательно, композиция поворотов на 120o вокруг точек O1 и O2 есть поворот на угол (- 120o) вокруг точки O3. 

С другой стороны, каждый из этих поворотов можно представить как композицию двух симметрий: R120oO1 = SloSa, R120oO2 = SboSl, где l — это прямая O1O2, a и b — прямые, проходящие соответственно через точки O1 и O2 и образующие с прямой l углы 60o и -60o. 

Тогда прямые a и b пересекутся в центре поворота, являющегося композицией этих двух поворотов, т.е. в точке O3. Следовательно, треугольник O1O2O3 — равносторонний. 

Решение 3.

Лемма. Окружности, описанные около треугольников ABX, BCY и CAZ, пересекаются в одной точке.
 Доказательство леммы. Пусть P - точка пересечения окружностей, описанных около треугольников BCY и CAZ. Предположим, что точка P лежит внутри треугольника ABC (другие случаи рассматриваются аналогично). Тогда из свойства вписанного четырехугольника вытекает, что углы BPC и CPA равны 120 градусам. Следовательно, угол APB также равен [image: image59.wmf]0
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120 градусам, и точка P лежит также на окружности, описанной около треугольника ABX. 

Решение. Обозначим через K, L и M центры равносторонних треугольников ABX, BCY и CAZ соответственно. Как известно, прямая, соединяющая центры пересекающихся окружностей, перпендикулярна их общей хорде. Отсюда следует, что KL перпендикулярно BP, LM перпендикулярно CP и MK перпендикулярно AP. В доказательстве леммы мы установили, что углы APB, BPC и CPA равны 120 градусам (в случае, если точка P лежит внутри треугольника ABC). По свойству углов с перпендикулярными сторонами отсюда вытекает, что углы KLM, LMK и MKL равны шестидесяти градусам, что и требовалось доказать. 

1.1.2. Решение задачи с использованием комплексных чисел
Оно проще геометрического доказательства (для тех, кто знаком с комплексными числами), но зато менее красиво. 
Выберем координаты на комплексной плоскости таким образом, чтобы вершины A и B треугольника ABC соответствовали числам 0 и 1; пусть вершина C соответствует числу z. 
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Если обозначить через c комплексное число, аргумент которого равен 300, а модуль равен (секансу 30 градусов), то точкам K, L и M (обозначения такие же, как в предыдущем доказательстве) соответствуют комплексные числа u=cz/2, v=z+c(1-z)/2 и w=1-c/2 соответственно. 
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Обозначим z=x+iy, выразим модули разностей чисел u, v и w через x и y. Заметим, что точки, соответствующие комплексным числам u, v и w, являются вершинами равностороннего треугольника тогда и только тогда, когда отношение (v-u):(w-u) имеет модуль 1, а аргумент 600 (или -600). Нетрудно видеть, что в нашем случае это отношение равно 
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Легко проверить, что 

где a - число с модулем 1 и аргументом 600.

Стало быть, и отношение(v-u):(w-u) равно a, что и требовалось. 

1.1.3. Решение с использованием теоремы косинусов
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Решение. По теореме косинусов определим расстояние между центрами 
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- середины сторон треугольника ABC. В этом четырёхугольнике 
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Поэтому 
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Но 
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Следовательно, 
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Симметрия полученной формулы относительно a, b и c указывает на то, что 
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1.1.4. Решение векторным методом.

Задача. Если на сторонах BC, CA и AB треугольника ABC построены в его плоскости равносторонние однако ориентированные треугольники 
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, то центры 
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 то центры этих треугольников являются вершинами равностороннего треугольника
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 или совпадают.

Решение. Рассмотрим для определённости тот случай, когда ориентации треугольников 
[image: image21.wmf]1

1

1

,

,

ABC

CAB

BCA

 противоположны ориентации треугольника ABC.
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Пусть G – центроид данного треугольника ABC. Согласно правилу треугольников имеем:
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Отсюда сложением получаем:
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Поскольку точка G – центроид треугольника ABC, то
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Отложив векторы
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и векторы

 от некоторой точки O, получим соответственно векторы 
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Треугольник 
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 получается из треугольника 
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 поворотом то 
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Поскольку 
 то O - центроид треугольника.
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Поворот и гомотетия отображают центроид на центроид, а так как при данной гомотетии и данном повороте точка O неподвижна, то O  – центроид и треугольника 
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Отсюда следует, что

Таким образом, 
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и поэтому из (1) находим, что
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Из (2) вытекает, что G – центроид треугольника 
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Теперь рассмотрим четырёхугольник 
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 соединяет центроиды треугольников 
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, M-середина стороны BC).

Аналогичным образом обнаруживаем, что
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В таком случае 
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. Следовательно, для треугольника 
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 точка G есть и центроид и центр описанной окружности, поэтому
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 - правильный треугольник.

Задача решена и дополнена тем, что центроид треугольника 
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 совпадает с центроидом данного.

Следовательно, треугольник 
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 также правильный и центр его совпадает с центроидом G данного треугольника.

Так как полученные равносторонние треугольники
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симметричны относительно их общего центра G, то шестиугольник
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правильный и его центр совпадает с центроидом G данного треугольника.

Вывод. В предложенном мной решении, в котором находят место векторы и преобразования, было обнаружено, что соответсвующих только одной из двух возможностей ориентации треугольников
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, можно указать два (среди них 
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), причём вершины обоих треугольников образуют правильный шестиугольник. Аналогичным образом можно построить и второй правильный шестиугольник, который соответствует другой ориентации трёх указанных выше равносторонних треугольников.

1.2. Задача 2.
Каждая из сторон треугольника ABD поделена на 3 равные части. На средних сторонах построены внешним образом равносторонние треугольники. Тогда вершины треугольников, не лежащие на сторонах треугольника FBD, образуют равносторонний треугольник. 
Доказательство:
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Дополнительное построение: соединим отрезками соседние вершины треугольников, т.е. проведем отрезки AF, AB, BC, CD, DE, EF.

Рассмотрим треугольники FED, FME, END, EMN.
∆ EMN р/с => EM = MN = ND

FM = MT = ND (по условию)
=>
=>=>FM = ME => ∆ FME р/б 
(1)

EN = ND => ∆ END р/б

(2)

∆ EMN р/с

 =>

 < FME = 180o – 60o = 120o
< END = 120o


(3)

из (1) – (3) => ∆ FEM = ∆ EDN => EF = ED => ∆ EFD р/б

∆FME р/б, < FME = 120o => < EFM = 180o – 120o/2 = 30o
По теореме о сумме углов треугольника, < FED = 180o – 30o – 30o = 120o.

Аналогично, < DCB = < BAF = 120o.

Заметим, что < AFE + < EDC + <CBA = 360o.

Зафиксируем вершины Е и. С, разрежем чертеж по линиям AF и AC. Повернем отрезанные треугольники EVA и <CBA вокруг точек Е и С соответственно (рис. 2). Получим два треугольника с общим основанием EC (рис. 3).
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EA = EA1 ,СА = СА1 (построение), ЕС - общая=> ∆ ACE = ∆ A1CE по трем сторонам => < AEC = < A1EC, < ACE = < A1CE.

< AEC = < A1EC, < AEA1 = 120o => < AEC = < A1EC = 60o.

Аналогично,< ACE = < A1CE = 60o в ∆ ACE два угла по 60o => ∆ AEC р/с.

4. Головоломка Наполеона

Очевидцы рассказывают, что среди прочих математических, шахматных и тактических задач по военному искусству император Наполеон любил задавать своим офицерам и эту головоломку: какие плоские геометрические фигуры можно построить из девяти предложенных в россыпь деталей?

Простую с виду задачу решить удавалось не каждому. Маршал Даву, говорят, сумел собрать из предложенных деталей квадрат, а Мюрат - и квадрат, и прямоугольник. Позже нашелся полковник, построивший звезду. Но никто до сих пор не сумел построить из этих деталей треугольник, ромб или трапецию... Да и есть ли решение вообще? 
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Но прежде чем браться за решение головоломки, обратите внимание на одну особенность углов в деталях треугольной и четырехугольной формы: 18, 36, 90, 108, 126, 144о. Заметили - они кратны цифре 18? Почему? Может, именно в этой кратности скрыта подсказка? 
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